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Zapis liczb rzeczywistych

Zauwazmy, ze

Vie r\{0} X = |x| - sgn(x).

Zapis liczb zespolonych

Dla liczb zespolonych postaci z = x + iy mozemy zapisa¢, ze

Voeo\(oy z= 2] €%,

dzie |z| = /X2 + y2, e¥ = cos ¢ + i sin @ oraz ¢ jest argumentem liczby z.
g y 12 P P

Whiosek

Liczby zespolone, a w szczegdlnosci liczby rzeczywiste mozemy przedstawic
w postaci iloczynu czynnika skalujacego oraz obrotu.
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Sposoby zapisu macierzy

Istnienie analogicznego zapisu dla macierzy

Naturalnie nasuwa sie pytanie, czy rowniez macierze mozemy
przedstawiaé w postaci iloczynu czynnika skalujacego oraz obrotu.
Jak sie okazuje jest to mozliwe, lecz wymaga pewnych
szczegdblnych zatozen dotyczacych samej macierzy.
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Potrzebne informacje

Macierz unitarna

Macierza unitarng nazywamy macierz kwadratowa o elementach zespolonych
U € M,(C) majaca whasnos¢

Ur-u=U-U=l,

gdzie /, jest macierza jednostkowa oraz U* jest sprzezeniem hermitowskim macierzy
U, czyli ztozeniem operacji transpozycji i sprzezenia zespolonego.

Zauwazmy, ze wtasnos¢ ta oznacza, iz macierz U posiada macierz odwrotna Ut
réwna sprzezeniu hermitowskiemu jej samej, czyli U* = U~
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gdzie /, jest macierza jednostkowa oraz U* jest sprzezeniem hermitowskim macierzy
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Zauwazmy, ze wtasnos¢ ta oznacza, iz macierz U posiada macierz odwrotna Ut
réwna sprzezeniu hermitowskiemu jej samej, czyli U* = U~

Macierz ortogonalna

Szczegblnym przypadkiem macierzy unitarnej jest macierz ortogonalna bedaca
macierza kwadratowa o elementach rzeczywistych A € M,(R) majaca wtasnos¢

AT A=A AT =,

gdzie AT oznacza macierz transponowana macierzy A. Oznacza to, ze macierz A
posiada macierz odwrotna A~! réwna transpozycji jej samej, czyli AT = AL



Rozktad polarny
LTeoria

Potrzebne informacje

Macierz hermitowska

Macierzg hermitowska nazywamy macierz kwadratowa o elementach zespolonych
H € M,(C) réwna swojemu sprzezeniu hermitowskiemu, czyli majaca wtasnosé

H = H*.
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Potrzebne informacje

Macierz hermitowska

Macierza hermitowska nazywamy macierz kwadratowa o elementach zespolonych
H € M,(C) réwna swojemu sprzezeniu hermitowskiemu, czyli majaca wtasnosé

Macierz symetryczna

T
I
5

Szczegblnym przypadkiem macierzy hermitowskiej jest macierz symetryczna bedaca
macierza kwadratowa o elementach rzeczywistych A € M,(R) majaca wtasnosé

A=AT.
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Potrzebne informacje

Macierz dodatnio pétokreslona
Macierza dodatnio pétokreslona nazywamy macierz hermitowska H
majaca wtasnosé

Vyecen Vi-H-v >0,

gdzie * oznacza sprzezenie hermitowskie. W powyzszym zapisie
wektor v traktujemy jako wektor kolumnowy.

Macierz dodatnio okreslona

Macierz dodatnio okre$long mozemy zdefiniowac korzystajac z
powyzszej definicji jako dodatnio p6tokreslona macierz nieosobliwg.



Rozktad polarny
LTeoria

Wtasnos$ci macierzy dodatnio pétokreslonej

Wartosci wtasne macierzy dodatnio potokreslonej

Niech H € M,(C) bedzie macierza dodatnio pétokreslona. Wtedy
wszystkie wartosci wtasne macierzy sa nieujemne.
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Wtasnos$ci macierzy dodatnio pétokreslonej

Wartosci wtasne macierzy dodatnio potokreslonej

Niech H € M,(C) bedzie macierza dodatnio pétokreslona. Wtedy
wszystkie wartosci wtasne macierzy s3 nieujemne.

Pierwiastek z macierzy dodatnio po6tokreslonej

Niech H € M,(C) bedzie macierza dodatnio p6tokreslona.
Pierwiastkiem kwadratowym z macierzy H nazywamy jedynga,
dodatnio pétokreslong macierz G spetniajaca warunek

H= G2
Powyzszy warunek mozemy zapisaé réwniez nastepujaco

VH = G.
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Hermitowskos$¢ i dodatnio pétokreslono$é macierzy

Zwiazek hermitowskosci z dodatnio potokreslonoscia macierzy

Niech A € M,(C). Wtedy

(A*-A)F = A - A,
co oznacza, ze macierz A* - A jest hermitowska.
Zauwazmy nastepnie, ze
Yoecen VV-A* A-v=(A-v)" - A-v=|A-v[? >0,

skad wniosek, ze macierz A* - A jest dodatnio pétokreslona.
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Rozktad spektralny

Macierza normalng nazywamy macierz kwadratowa o elementach zespolonych
A € M,(C) majaca wtasnosé

A A=A A%

Przyktadem macierzy normalnych sa wszystkie macierze unitarne i hermitowskie.

Twierdzenie

Niech A € M,(C) bedzie macierza normalna. Wtedy kazda taka macierz mozna
zdiagonalizowaé, czyli zapisaé w postaci

A=V :Diag(A1,...., A\n) - V7,
gdzie V jest macierza unitarng oraz Ay, ..., A\, s3 wartosciami wtasnymi macierzy A.

Faktoryzacje te nazywamy rozktadem spektralnym macierzy.
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Whiosek z twierdzenia

Whiosek z twierdzenia

Niech H € M,(C) bedzie dodatnio pétokreslona. Wtedy korzystajac
z rozktadu spektralnego oraz wtasnosci macierzy dodatnio
poétokreslonej mozemy zapisaé, ze

VH =V - Diag(\/A1, ..., V/An) - V*.
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Macierz jako iloczyn czynnika skalujacego i obrotu

Rozktad polarny

Rozktadem polarnym nazywamy rozktad macierzy A € M,(C) do
postaci

A=U-P,

gdzie U jest macierza unitarng oraz P jest dodatnio pétokreslong
macierza hermitowska.
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Macierz jako iloczyn czynnika skalujacego i obrotu

Rozktad polarny

Rozktadem polarnym nazywamy rozktad macierzy A € M,(C) do
postaci

A=U-P,

gdzie U jest macierza unitarng oraz P jest dodatnio pétokreslong
macierza hermitowska.

WHtasnosci macierzy unitarnych i macierzy hermitowskich

Macierz unitarna U reprezentuje w tym przypadku obrét, a dodatnio
potokreslona macierz hermitowska P skalowanie.
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WHtasnosci rozktadu polarnego

Jednoznacznosé rozktadu polarnego

m Jedli A jest macierza nieosobliwg to jej rozktad polarny istnieje
i jest jedyny. Macierz P jest wtedy dodatnio okreslona.
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WHtasnosci rozktadu polarnego

Jednoznacznosé rozktadu polarnego

m Jedli A jest macierza nieosobliwg to jej rozktad polarny istnieje
i jest jedyny. Macierz P jest wtedy dodatnio okreslona.

m Jesli A jest macierza osobliwg to jej rozktad polarny istnigje,
lecz nie jest on jedyny. Istnieje wtedy doktadnie jedna
dodatnio okreslona macierz P, jednak macierze U mozna
dobierad réznie.
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Rozktad polarny macierzy nieosobliwe;j

Rozktad polarny macierzy nieosobliwej

Niech A € M,(C) bedzie macierza nieosobliwg. Zauwazmy, ze

A=U-P
A =P . Ur=P-U!
AA=P-Ut - U-P=P?

P=VA A



Rozktad polarny
[—Teoria

Rozktad polarny macierzy nieosobliwe;j

Rozktad polarny macierzy nieosobliwej

Macierz P jest jednoznacznie wyznaczong macierza dodatnio okreslong, a zatem
jest réwniez odwracalna stad
U=A P

Pokazemy teraz, ze macierz U jest unitarna

(A-PH)" (AP

(3
(P—l)* A* CA- P—l
3
(P*)fl.P2 . P71
¢

pt.prpl—y,

co konczy dowdd.
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Przyktad
Znalez¢ rozktad polarny macierzy A.

3

« A 12 0] |2 3] |4 6
AT A= l3 2]'[0 2] _[6 13]
Szukamy wartosci wtasnych powstatej macierzy.
Wielomianem charakterystycznym macierzy A* - A jest

x2—17x+16=0

o(A* - A)={16,1}
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Szukamy wektoréw wtasnych

(¢ ) -
BTN

2x=y

)

przyjmujac p=1 otrzymujemy

b=l
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u_ 1 |2 3] [17 -6
20°10 2| |-6 8

16 12
1.
U=2 [—12 16]

Podstawiajac wyznaczone wcze$niej macierze otrzymujemy rozktad

23, [16 12] [8 6
0 2| 10 |-12 16| |6 17|
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/astosowania

Zastosowania rozktadu polarnego

Rozktad polarny znajduje swoje zastosowanie w takich obszarach
jak chociazby

m animacje komputerowe,
m mechanika osrodkéw ciggtych,

m chirurgia.
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Dziekuje za uwage.



