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Powierzchnia i krzywa algebraiczna

Rozwazmy dowolny wielomian jednej zmiennej f(x). Zauwazmy jednak, ze rownanie y=f(x) mozemy przeksztatci¢c na y-f(x)=0. Oznacza to, ze wykres wielomianu f(x) jest
zbiorem miejsc zerowych wielomianu dwdch zmiennych zdefiniowanego za pomocg wzoru g(x,y)=y-f(x). Dodatkowo, zbior punktdow na ptaszczyznie spetniajgcych rownanie
g(x,y)=0, gdzie g jest niestatym wielomianem dwoch zmiennych, nazywamy krzywa algebraiczng. Zauwazmy, ze w analogiczny sposob mozemy zdefiniowac powierzchnie w
przestrzeni tréjwymiarowe;j.

Niech F bedzie niestatym wielomianem trzech zmiennych. Powierzchnie algebraiczng bedziemy definiowac jako zbidr punktdéw (x,y,z) spetniajgcych warunek F(x,y,z) = 0.

Rys 1. Na czarno zaznaczono wykres wielomianu jednej zmiennej zdefiniowany rownaniem
x3 4+ x%? — 1 —y = 0. Zastepujac w réwnaniu 0 dodatkowa zmienng z, otrzymujemy
rownanie powierzchni algebraicznej, na ktorej lezy ten wykres:
z=x3+x>—-1-y.

Male zmiany — ogromne roéznice

Rozwazmy powierzchnie algebraiczng zdefiniowang za pomocg rownania x + y — z = 0. Okazuje sie, ze nawet niewielkie zmiany w wielomianie definiujgcym mogg powodowac
spore przeksztatcenia rozwazanej powierzchni algebraicznej. Ponizej kilka przyktadow:

Rys. 5: (x + y)?—z =0

Ewolucja powierzchni algebraicznej

Teraz wezmy pod uwage powierzchnie algebraiczna
x2+y2+tzz—t—i=0,

zdefiniowang z dodatkowym parametrem t. Bedzie on oznaczat

uptyw czasu.

Ponizej przedstawiany schemat pokazuje jak rozwazana
powierzchnia drastycznie zmienia sie ze wzgledu na uptyw
czasu. Od nieograniczonej i niespdjnej powierzchni, staje sie
ona spdjna, by na koncu zosta¢ ograniczong ,sferopodobng”
powierzchnig algebraiczna.
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Punkt osobliwy

Rys. 7: x2 +y2 —xy? —z=0 Warto jednak zauwazy¢, ze pomimo catkowitych zmian liczba
punktéw osobliwych ulegta zmianie tylko raz, dla t = —%.

Punkt (a, b, c) na powierzchni algebraicznej F(x,y,z) =0
nazywamy osobliwym, jesli pochodne czgstkowe
wzgledem x, y oraz z sg rowne 0 w punkcie (a, b, c).

Rys. 7: Umieszczona po prawej stronie powierzchnia
algebraiczna posiada 65 punktow osobliwych. Znajduja
sie one w miejscach ,ztgczen”.

Warto pamieta¢, ze punkty te beda potencjalnie
znajdowac sie w miejscach ,charakterystycznych” dla
danej powierzchni.

Wyscig za punktami osobliwymi

Jednym z ciekawszych wyzwan, jakie stawiajg przed
sobg matematycy i informatycy, jest wygenerowanie
powierzchni algebraicznej z mozliwie duzg liczbg
punktow osobliwych.

Grafiki ilustrujgce powierzchnie algebraiczne posiadajace [m] 7= =] aF '-'E: 0
odpowiednio 65, 112, 345 punktow osobliwych: % m}%ﬁ
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