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Rys. 2: 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 0

Wyścig za punktami osobliwymi

Ewolucja powierzchni algebraicznej

Małe zmiany – ogromne różnice

Rozważmy powierzchnię algebraiczną zdefiniowaną za pomocą równania 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 0. Okazuje się, że nawet niewielkie zmiany w wielomianie definiującym mogą powodować

spore przekształcenia rozważanej powierzchni algebraicznej. Poniżej kilka przykładów:

Punkt osobliwy

Punkt 𝑎, 𝑏, 𝑐 na powierzchni algebraicznej F 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0
nazywamy osobliwym, jeśli pochodne cząstkowe
względem 𝑥, 𝑦 oraz 𝑧 są równe 0 w punkcie 𝑎, 𝑏, 𝑐 .

Rys. 3: 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧 = 0 Rys. 5: (𝑥 + 𝑦)2−𝑧 = 0Rys. 4: 𝑥 + 𝑦2 − 𝑧 = 0

Jednym z ciekawszych wyzwań, jakie stawiają przed
sobą matematycy i informatycy, jest wygenerowanie
powierzchni algebraicznej z możliwie dużą liczbą
punktów osobliwych.

Rys. 6: 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥2𝑦2 − 𝑧 = 0 Rys. 7: 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥𝑦2 − 𝑧 = 0

Rys. 7: Umieszczona po prawej stronie powierzchnia
algebraiczna posiada 65 punktów osobliwych. Znajdują
się one w miejscach „złączeń”.
Warto pamiętać, że punkty te będą potencjalnie
znajdować się w miejscach „charakterystycznych” dla
danej powierzchni.

Grafiki ilustrujące powierzchnie algebraiczne posiadające
odpowiednio 65, 112, 345 punktów osobliwych:

Teraz weźmy pod uwagę powierzchnię algebraiczną

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑡𝑧2 − 𝑡 −
1

4
= 0, 

zdefiniowaną z dodatkowym parametrem 𝑡. Będzie on oznaczał
upływ czasu.

Poniżej przedstawiany schemat pokazuje jak rozważana
powierzchnia drastycznie zmienia się ze względu na upływ
czasu. Od nieograniczonej i niespójnej powierzchni, staje się
ona spójna, by na końcu zostać ograniczoną „sferopodobną”
powierzchnią algebraiczną.

Warto jednak zauważyć, że pomimo całkowitych zmian liczba

punktów osobliwych uległa zmianie tylko raz, dla 𝑡 = −
1

4
.

Rozważmy dowolny wielomian jednej zmiennej f(x). Zauważmy jednak, że równanie y=f(x) możemy przekształcić na y-f(x)=0. Oznacza to, że wykres wielomianu f(x) jest
zbiorem miejsc zerowych wielomianu dwóch zmiennych zdefiniowanego za pomocą wzoru g(x,y)=y-f(x). Dodatkowo, zbiór punktów na płaszczyźnie spełniających równanie
g(x,y)=0, gdzie g jest niestałym wielomianem dwóch zmiennych, nazywamy krzywą algebraiczną. Zauważmy, że w analogiczny sposób możemy zdefiniować powierzchnię w

przestrzeni trójwymiarowej.
Niech F będzie niestałym wielomianem trzech zmiennych. Powierzchnię algebraiczną będziemy definiować jako zbiór punktów x, y, z spełniających warunek F x, y, z = 0.

Powierzchnia i krzywa algebraiczna

Rys 1. Na czarno zaznaczono wykres wielomianu jednej zmiennej zdefiniowany równaniem 
𝑥3 + 𝑥2 − 1 − 𝑦 = 0. Zastępując w równaniu 0 dodatkową zmienną z, otrzymujemy 

równanie powierzchni algebraicznej, na której leży ten wykres: 
𝑧 = 𝑥3 + 𝑥2 − 1 − 𝑦. 
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